SEGUNDO PARCIAL FEBRERO 2011 CALCULO NUMERICO SOLUCIONES

1° Problema

Dada la ecuacion:

Se pide:

a)

b)

d)

cosx—x=0

Demostrar mediante una representacion grafica esquematica que la ecuacion
tiene una sola raiz real

Demostrar analiticamente que el intervalo [0,1] contiene la raiz tinica.

Demostrar que con el método iterativo:

X, +cosx,
Xea =T k=012,

se puede calcular la raiz partiendo de cualquier valor inicial x, € [0,1], es
decir, el método es convergente en dicho intervalo.

Calcular el nimero minimo de iteraciones que hay que realizar para obtener
la solucion con cinco decimales exactos.

Demostrar  que utilizando el método iterativo convergente
X,,, =cosx, ;k=0,1,2,... con x, € [0,1] , para obtener la misma precision,

el nimero minimo de iteraciones es mayor.

La ecuacion cos(x)—x =0 se puede poner como cos(x)= x y las raices de la

ecuacion dada son las abscisas de los puntos de corte de la curva y, = cos(x) y

delarecta y, =x

Demostrado graficamente que la ecuacion tiene sélo una raiz real, vamos a
demostrar analiticamente que esta en el intervalo [0,1] y es simple:



e  f(x)=x—cos(x) es una funcién continua Vx € [0,1]
« /0)s)<o0

Por el teorema de Bolzano la raiz esta en el intervalo [0,1]
o f'(x)=1+sen(x)>0 Vvxel0,1]

Por el Teorema de Rolle la raiz es tinica en [0,1]

x, +cos(x, )

b) El método iterativo x,,, = ; k=0,1,2...implica la ecuacion de punto

_ x+cos(x)

_ x+cos(x) equivalente a la dada, con g(x)= 2

fijo (x = g(x)) x

Teorema de convergencia global en un intervalo [a,b] (Teorema del punto fijo)

Si g(x)e C'[a,b] y cumple:

. |g'(x)| <L<l; Vxela,b]

o g([a,p])ca,b] ,es decir, g(x)e[a,b]; Vxela,b]

Existe un unico s € [a,b] tal que s=g(s) y se halla como limite de la
sucesion x,,, = g(xk) con x, € [a,b] arbitrario.

En nuestro caso:
. g( ) _ X+ czos(x) y g’(x) _ 1- s;n(x)
' 1_

|g ()C)| _ I S;I’Z(X)

son ambas continuas en [0,1]

1- sen(x) CVx [0 1]

|g'(x)| < % =0.5<1; Vxe [0,1]. La funcion g(x) cumple la 1" condicién

del teorema con constante de contractividad L =0.5<1

( ): x+02()s(x)

o glx es positiva y creciente en [0,1] (tiene un valor maximo

en x =1) y un valor minimo en x =0)

g(O) =05y g(l) =0.770151, cumpliéndose que
g([0,1])=[0.5,0.770151] < [0,1].La funcion g(x) verifica también la 2°
condicion del teorema y el método x,,, = %os(xk) ;k=0,12...
converge a la solucion de la ecuacion cos(x)—x = 0 para cualquier valor
inicial x, € [0,1]

c¢) Utilizando la cota del error |ek| <L |b — a| <0.5-10° con L=0,5 y|b — a| =1

_4(05107)

1,(0,5)

El nimero minimo de iteraciones es 18

=17,6096



d) En este método g(x)=cos(x) y g'(x)=—sen(x) ambas funciones continuas
en [0,1]
| g'(x)| = sen(x) Vx e [0,1], y su maximo valor se alcanza para x =1, por tanto

|g’(x)| = sen(x) < sen(1)=0,84147<1  Vxe[0,1]

Ahora la constante de contractilidad es L = 0,84147, utilizando la misma cota de
error se obtiene k > 70,69 y el nimero minimo de iteraciones es 71

Nota: Aunque no es necesaria, la grafica de f(x) es:

2 4
X
2° Problema
Se considera el sistema lineal Ax=b, dado por
4 a 0)x 1
1 4 1|x|=|1
0 1 4)\x 1
a) (5 puntos)y Calcular la factorizacion LU de la matriz A del sistema anterior,

suponiendo que los elementos diagonales de la matriz L son unos y a #16.

Aplicar dicha factorizacion al célculo del determinante de A.

b) (5 puntos) Escribir las ecuaciones que implementan el método de Jacobi aplicado a
la resolucion del sistema lineal dado con a=1. Calcular una solucién

aproximada aplicando dicho método y tomando como punto inicial

(xlo , Xy, Xy )T =(0,0, O)T (calcular dos iteraciones).



SOLUCION
a) Se considera la factorizacion LU:

4 a O I 0 O)(u, wu, u;
1 4 1|=|L 1 0|0 u, u,
0 1 4) \4L L, 40 0 u,
Por ser A una matriz tridiagonal, también lo son las matrices L y U; por tanto,
l,, =u,, = 0. Efectuando las operaciones convenientemente, se concluye:
u, =4, u,=a,
lzlzla u22:16_aa
4 4

4 _4(15-a)

= , Uu
16-a’ % 16-a
b) Aplicamos el método iterativo de Jacobi para la resolucion del sistema dado (a=1):

13 2

K+l _ _k
4x/7 =—x; +1
K+l _k k
4x," =—x; —x; +1
4xi =—xf +1

Resultando:
(xlo,xg,xf)T =(0,0,0)" ,(xll,x;,x;)T

r 1

(0.25,025,025)", (x7,x3,x7) = (075,05, 0.75)".

3°" Problema

Se considera el problema diferencial de condicién inicial:
y' = f&,y)y(te) = yo
para cuya integracion se busca una formula del tipo:
Yira = Vi + hlagyi sy + o) + R3(Byyiiy + Boy!")
Determinar los coeficientes og, &1, Sgy 1 para que el grado de validez de la férmula sea

el mayor posible. ;Cual es el error por paso?



